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Résumé. Les groupes oscillateurs, Ga , sont les seuls groupes de Lie sim- 
plement connexes résolubles non commutatifs qui admettent une métrique 
de Lorentz bi-invariante. Pour ces groupes nous: déterminons leurs groupes 
d'isométries; prouvons l'existence de structures affines invariantes à gauche et 
montrons que ces structures ne sont pas lorentziennes; fournissons des con- 
ditions suffisantes pour que des métriques pseudo-riemannienes invariantes à 
gauche soient complètes. Comme conséquence nous mettons en évidence des 
nouveaux exemples de variétés localement symétriques parfois affines, parfois 
pseudo-riemanniennes (en particulier lorentziennes) compactes complètes ou 
incomplètes. 

Abstract. The Oscillator Groups,GA, are the only solvable, non com- 
mutative, simply connected Lie groups to admit a Lorentzian bi-invariant 
metric. For thèse groups, we give sufficient conditions for a left-invariant 
pseudo-Riemannian metric to be complète, we détermine the group of isome- 
tries, we exhibit a left-invariant affine structure and prove that it is not 
Lorentzian. As an application, we provide new examples of compact pseudo- 
Riemannian (sometimes Lorentzian) locally symmetric, occasionally affine, 
manifolds, complète or incomplète. 



1 Introduction-Résumé 



En 1985 Revoy et le deuxième auteur donnent dans [M-R2| une collection très 
riche de nouveaux exemples de variétés lorentziennes homogènes compactes. 
Ces variétés sont des quotients de groupes de Lie, appelés oscillateurs, qui 
sont munis d'une métrique de Lorentz bi-invariante, par des sous-groupes de 
Lie co-compacts (réseaux). Ces auteurs fournissent une condition nécessaire et 
suffisante pour qu'un groupe oscillateur ait des réseaux et classifient ceux-ci à 
isomorphisme près. Ces résultats sont la suite logique de leurs travaux sur "la 
méthode de la double extension ortogonale" qui permet de construire de façon 
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inductive les groupes de Lie appelés "orthogonaux" , c'est-à-dire qui admettent 
une métrique pseudo-riemanienne bi-invariante. 

En 1988, D'Ambra en |D'A|, prouve que la composante connexe de l'identité 
X{M,g)o du groupe des isométries d'une variété lorentzienne analytique réelle 
compacte simplement connexe est compacte. Zeghib d'une part (|Ze|) et Adams 
et Stuck (|A-S]]) de l'autre, prouvent en 1997 que les exemples de |M-R1], les 



variétés considérés par D'Ambra et les bons quotients de SL(2,IR) muni de sa 
forme de Killing, sont "essentiellement les seuls exemples" (|Ze ) de variétés 



lorentziennes homogènes de volume fini dont le groupe des isométries n'est pas 
compact. Pour le faire ils utilisent des résultats de Zimmer ((zj) et Gromov 

(@)- 

Un des buts du présent travail est de fournir des nouveaux exemples de 
variétés localement symétriques, parfois affines, parfois pseudo-riemanniennes 
(en particulier lorentziennes) compactes complètes ou incomplètes. Pour le faire 
nous poursuivons l'étude de la géométrie des groupes oscillateurs entrepris dans 
@, [ 1B-M1|] et p-M2| |. 



Au paragraphe 3 nous donnons des conditions suffisantes pour qu'une métri- 
que invariante à gauche sur un oscillateur soit complète (Théorème 3J^) puis 
nous exhibons des structures de variété affine invariante à gauche sur ces groupes 
(Théorème O). 



La proposition 3.1 affirme qu'aucune structure affine invariante à gauche sur 
G\ est la connexion de Levi-Civita d'une métrique lorentzienne invariante. 

De plus en dimension 4 aucune métrique pseudo-riemannienne invariante à 
gauche, d'indice quelconque est compatible avec une structure affine invariante 
(Proposition 3.2). La section s'achève en montrant l'existence de métriques 
pseudo-riemanniennes invariantes à gauche, d'indice quelconque non nul, sur 
les oscillateurs qui sont localement symétriques et complètes, donc symétriques 
(Théorème |3.3| ). Ces métriques sont en fait des généralisations de la structure 
orthogonale qui est unique à homothetie près (|M-R2]). 

Dans le paragraphe 4 nous déterminons la composante connexe de l'unité 
Isom (G, fc)o du groupe des isométries d'un groupe de Lie orthogonal (G, k) avec 
G simplement connexe (Théorème |4.l|) . Nous spécialisons ensuite ce résultat au 
cas d'un groupe oscillateur quelconque {G\,h\). 

Puisque {G\,\i\) est une variété lorentzienne localement symétrique com- 
plète, à tout sous-groupe F de Isom(GA,kA)o opérant librement et de façon 
proprement discontinue sur G\ lui est associée une variété Ga/P — M\ qui est 
naturellement munie d'une structure lorentzienne homogène qui est localement 
symétrique et complète (car transitive) d'après le théorème classique 4.2. Ceci 
généralise les exemples de [M-R2|. 

Le théorème 5.1 munit les variétés oscillatrices, respectivement de métriques 
pseudo-riemanniennes localement symétriques complètes (autres que celles dé- 
duites de kA), des structures affines complètes ou non complètes et des métriques 
pseudo-riemanniennes, d'indice quelconque non nul, non complètes. 
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2 Groupes Oscillateurs 



Pour A = (Al, ... , A„) dans IR" avec < Ai < • • ■ < A„, soit G\ le goupe de 
Lie de variété sous-jacente IR^"^'^ = IR x IR x C" et produit 

(t, s, Zi, . . . , Zn) ' {t ^ S , Z-^, ■ ■ ■ , Z„) = 
1 " 

{t + t',s + s' + - ^ Imzj cxp(î t\j)zj, ... ,Zj+ exp(î tXj)zj, . . . ). 
i=i 

Les groupes Ga sont caractérisés par le fait d'être les seuls groupes de Lie 
simplement connexes, résolubles et non commutatifs à admettre une métrique de 
Lorentz bi-invariante (|M-R2|). De plus ils contiennent des sous-groupes discrets 
co-compacts si et seulement si l'ensemble {Ai, ... , A„} engendre un sous-groupe 
discret de (IR, +) ( ]M-R3[ ). 

Définition 2.1 Les groupes G\ sont appelés Groupes Oscillateurs, leurs algè- 
hres de Lie, Q\, seront dites Algèbres Oscillatrices. Dans le cas où G\ possède 
des sous-groupes discrets co-compacts F, on appelle variété oscillatrice, une 
variété du type G a /F. 

Les oscillateurs et le revêtement universel de SL(2, JR) (qui est le seul groupe 
réel simple et simplement connexe à admettre une métrique de Lorentz bi- 
invariante) ont la propriété suivante (voir |Ze|): Si M est une variété lorentzienne 
homogène de volume fini dont le groupe des isométries I{M) n'est pas compact 
alors ou bien X{M) contient un revêtement fini de PSL(2,IR) ou bien I{M) 
contient un groupe oscillateur. 

L'algèbre de Lie Q\ du groupe de Lie Ga est l'espace vectoriel 
Q\ := Vect{e_i, eo, ei, ... ,e„,éi, . . . ,é„}, 

muni du produit 

[e-i, Cj] = Xjéj [cj, éj] = eo [e_i, e,] = -XjCj 
(les autres crochets étant nuls ou déduits par antisymétrisation) . Posons pour 

n n 

X = Xj Cj + Xj èj , 
La forme symétrique non dégénérée, exprimée dans ces coordonnées, 
kx{x, x) 2x^iXo + XI IT (^i + ^i) 

j = l J 

est orthogonale, c'est-à-dire, elle définit une métrique bi-invariante sur Ga- 

Rappelons qu'il n'y a qu'une seule structure orthogonale, à homothétie près, 
sur G A (voir |VI-R3[). 
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3 Métriques pseudo-riemannienes et structures 
localement symétriques invariantes sur les 
groupes oscillateurs 

Étant donné un groupe de Lie orthogonal (G,k), il est clair que les métriques 
(pseudo-riemanniennes) invariantes à gauche sur G sont en bijection avec les 
isomorphismes k-symétriques de l'espace vectoriel Q au moyen de la formule: 

ku{x,y) := k{u{x),y). (1) 

Soit k„ une métrique invariante sur G et V" la connexion de Levi-Civita 
sur G associée. 

Dans la suite, d'une part nous fournissons des conditions suffisantes pour la 
complétude géodésique de la métrique k„ puis nous mettons en évidence une 
structure affine invariante à gauche sur G\ et nous entamons la question de la 
platitude de k„. 

Le fait que la courbe t i— > a{t) soit une géodésique s'exprime au niveau de 
Q en disant que la courbe t i-^ x{t) := (I/cr(t)-i)*,cr(*)('''{^)) ^st une solution de 
l'équation différentielle: 

X — ~-r{x, x) (2) 

oii r(x,y) est le produit de Levi-Civita sur Ç correspondant a V". Rappelons la 
formule de Koszul suivante: 

ku{r{x,y),z) = ^ (k„([x, y], z) - k„([î/, z], a;) + k„([z, x], y)) . (3) 

Que la connexion V" soit géodésiquement complète équivaut à dire que le champ 
de vecteurs sur Q défini par (^) est complet. 

Si est l'isomorphisme symétrique de G dans G* donné par 

^u{x) = k{u{x),-) 

la complétude de (§) revient à la complétude du champ dit d'Euler: 

é = -ad;_,çe (4) 

où ad* désigne la représentation co-adjointe de G- Le champ transporté par 
du champ d'Euler nous fournit l'équation différentielle sur G suivante: 

u{x) — [u{x),x] (5) 

Le changement de variable y — u{x) tranforme l'équation précédente en la paire 
de Lax: 

y = [y-,u^^{y)]- (6) 

L'équation |^ a deux intégrales premières: 

k(î/,2/) et k(î/,u"H2/)) 
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Théorème 3.1 Soit u un isomorphisme hx- symétrique de l'espace G\- Si u 
laisse stable ou bien le centre C{Gx) (et à fortiori, son idéal dérivé) ou bien une 
sous-algèbre de Cartan de G\ alors la métrique sur G\ est complète. 

Preuve. Si u stabilise C(G\), l'équation ^ est équivalente à une équation 
linéaire; elle est donc complète. 

Soit C une sous-algèbre de Cartan. Puisque [Q^lix) est orthogonale, G = 
C(BC^ (relat. à 'kx) et comme G\ est oscillatrice, avec k(i?, eo) ^ 0, est un plan 
qui contient Eq := cq et la restriction de est définie positive. C = Keradj^ 
est d'indice 1, où E est un élément régulier de G, c'est-à-dire \s.{E,eo) ^ 0. 
Supposons que C soit laissée stable par u alors l'espace euclidien est aussi 
stable par u. Soit Ei, . . . , i?2n, base k orthonormée de C-^ qui diagonalise u \cj- ■ 
Posons u{Ei) :— fiiEi, avec < ^2 < ■ • ■ < Ai/ < < fii+i < . . . < fi2n- Soit 
E^i e C tel que 

k(£;_i,£;_i) = 0, k(S_i,eo) = l. 

Les vecteurs E^i,Eq — eo,i?i,... , i?2n sont une base pour G- Posons pour 
X G G, X = ^i^i- Comme u est k- symétrique et préserve C, u(eo) = 

aE^i -|- a eo et = aE^i -\-be^. Les intégrales premières sont données 

par: 

E{x) = \i.u{x,x) = axl + bxPii -\- 2ax-iXQ -(- M^^? 
A{x) = \<i.u{u{x),x) = 2{ax-i + axQ){bx-i + axo) + l^i^i 

De plus, le centre apporte aussi une intégrale première: 

C{x) ~ k(x, u(eo)) = axQ + ax-i. 

Si a = 0, u préserve le centre et la métrique k„ est donc complète. Supposons 
a ^ 0. Les expressions: 

ab — ^" 

{\ijX-x - C{x)f + ^ - \ii)x\ (7) 

ij ~ 1,2,... , 2n) sont des intégrales premières . Une des intégrales premières 
qui correspondent à j = ^ et j = ^ + 1 est définie négative. Ceci implique que 
lijX-i — C{x) {j = louj = l + 1) et Xi (i — 1, . . . , 2n) sont bornées. D'oii la 
complétude. 

□ 

Théorème 3.2 Le groupe oscillateur Gx est muni d'une structure de variété 
affine complète définie pour les champs invariants à gauche sur Gx po-i" le produit 
r sur Gx donné par 

r{x,y) = (l/2)[a;,y] 
r{e-i,y) = [e-i,y] 

e_i) = r(e_i,e_i)=0 

pour X et y dans l 'idéal dérivé de Gx ■ 
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Preuve. On constate directement que r est un produit à associatcur symétrique 
à gauche compatible avec le crochet de G\- Ceci signifie que la connexion invari- 
ante à gauche définie par r est à courbure et torsion nulles. Cette connexion est 
complète car les multiplications droites pour t sont nilpotentcs. 

Il se pose alors la question de savoir si cette connexion de courbure et torsion 
nulles, ou toute autre ayant ces propriétés, est compatible avec une métrique 
invariante à gauche. 

Nous avons le résultat suivant 

Proposition 3.1 Aucune structure affine invariante à gauche sur Gx est com- 
patible avec une métrique lorentzienne invariante à gauche. 

Preuve. Supposons qu'il existe une métrique lorentzienne, invariante à gauche, 
plate < , > sur G^. Il existe alors un isomorphisme u de l'espace G\ k-symétrique 
tel que ku =< , > . Alors L,,,, = 0, cq est vecteur propre de u, et par conséquent 
ku isotrope. Posons u{eo) = vcq. Comme u laisse stable Z{G), il laisse stable G' 
et induit sur G' j Z{Q) := G un isomorphisme û. Les métriques k et k„ induisent 
des métriques k et k„ sur G définies positives. Soit TZ la courbure de la connexion 
associée à k„. La condition w(eo) G IReo implique, pour x,y € G', Tl-xy = et, 
pour x,y G G, L^y G G'- Ainsi il nous suffit d'étudier T^e-iœ pour x G G'- 

Dans ce but, il sera nécessaire de faire quelques calculs. D'abord, il existe 
une base k orthonormale, {Ei}, qui diagonalise û : ù{Ei) = ViE^. 

Soit Ei e G' tel que sa projection sur G est Ei. Alors {eo, Ei, - ■ ■ , E2n} est 
base de G' et 

\i{Ei,Ej) =ôij li{eo,Ei)=0 i,j>l. 

Écrivons 

u{Ei) = u^Ei + n^eo, 

et posons pour i,j > 1, [Ei,Ej] ~ pijCo. Remarquons que pij = —pji. 
Nous nous proposons de calculer 

< ■Re_^E,Ei,e-i > . 

Il est facile de vérifier que [e_i, Ei] = PijEj et que 

< LE^e-i,Ei >= {pij/2){i/i - Uj + u). 

Ainsi 

< ne_,E.Ei, e_i >=Y,PÏj{'^3 - Vi) - I] ^(^J - + 

3 3 ■' 

et 

X) < Tle_^E,Ei,e-i > 



= -2:||(''.-'.+-)^- 

i,3 
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La métrique étant supposée lorentzienne et plate, Vj > et 

PÏ 



implique pour î, j > 1, 

Or ils existent i, j tels que ^ 0, et par conséquent 

Vj — Vi ^ V = Q et Vi — Vj ^ V — Q 

d'où = 0, ce qui est impossible. □ 
On peut se demander si aucune structure afRne invariante à gauche sur Gt\ 
est compatible avec une métrique invariante à gauche. A ce propos nous avons 
la réponse partielle suivante: 



Proposition 3.2 ([B-M2|) Le groupe oscillateur de dimension 4 n'admet pas 
de métrique invariante plate. 

Mais les groupes oscillateurs admettent plusieures métriques invariantes à 
gauche symétriques. En effet, 

Théorème 3.3 Les métriques invariantes à gauche de Gxi définies par les iso- 
morphismes h- symétriques u de l'espace Q\ donnés par u{eo) = eo, u(ei) = rjiCi, 
u{ëi) = fjiëi et qui vérifient 

Vt + Vi^^ (a) 

ou bien 

m = Vi (b) 

pour chaque i compris entre 1 et n sont symétriques car elles sont localement 
symétriques et complètes pour tout X. 



Pre uve. Puisque u stabilise le centre de G\, la métrique k„ complète (Théorème 

Si l'on pose r{x,y) = L^y et TZ{x,y) = L^r^^y] — [Lx,Ly] ( le tenseur de 
courbure), que fc„ soit localement symétrique s'exprime par l'identité 

[L,,TZ{x, y)] - TZ{L,x, y) + TZ{x, L,y), (8) 

pour tous x,y,z € G- 

Or, Lx = (1/2) (ada; — u~^ad„(^) + u^^ada;it) . Ainsi u(eo) = cq implique 
Léo = et La:y G G', \fx,y eG; L^y g Meo, [La;, Ly] = 0, TZ{x, y) = 0, Vx, y £ G'; 
Le^Cj = Lèiéj — Vi, j; Lè-Cj = Le^ëj = \fi ^ j. 
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Tandis que les autres directions propres de u donnent u{e-i) = e_i + peo, 
Le_^e-i = 0, Lê,ei = -{l/2){r]^ - fj^ + l)eo, Le^èi = -(l/2)(?7i - ry^ - l)eo, et 

L^ei = ■^{rii+ f]i - 1) èj L^^e-i = ^{rji- fji - 1) ëi 

ie_iéî = -TT^iVi + ni - 1) ei Lê^e-i = ^{Vi " m + 1) e^. 

Si i se trouve dans la cas (a), nous avons 

Le_:^ei ^ Le_iëi = 0, e_ i = [e_ i , Ci] , Lg^e-i = [e_i, êi], 
pendant que les conditions (b) fournissent 

Le^iSi = T^(2?7i-l)ëi Le.e_i = — 
ie_iëi = — ^(277i - 1) Ci Lè^e-i = -^e^. 

ZTji ZTji 

Pour x^y Çz G'\, l'identité (||) est trivialement vérifiée. Reste à constater que 
l'on a, 

pour y G G'x- Or dans ce cas TZiL^e^i, y) = et (||) devient, 

[L^,TZ{e^i,y)] = TZ{e^i, L^y). 

Pour z dans Ç/a, TZ{e-i,L^y) = et [L2, 7^(e_l, y)] = -L.y o ^ o - L^o 
Le_i ° -^j/- Ce dernier étant nul sur G'^, et 

< LyO Le_i o L^e-i, e_i >= - < o o Lj^e_i, e_i >, 

par antisymétrie des multiplications à gauche, l'équation est vérifiée dans ce cas. 
Soit z = e_i. Pour i dans le cas (a), et ^ = ou ^ = ëi 

7^(e_l,L,_,O = 

et 

qui s'annule sur G'\ et 

[Le_i,i[e_i,Ç]]e-l - [ie_i, [Le_i , L^]]e_i = = 7^(e_ i , Le_ ^ ^)e_i . 

Finalement, pour z dans le cas (b), on vérifie que 



[Le_i,7?.(e_i,ei)]e_i = 7^(e_l, Le_iei)e-i = -^{^rn ~ 1) 



□ 
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4 Isométries de (GA,k;\) 



Soit T :— Isom (G, g) le groupe des isométries du groupe G muni d'une métrique 
pseudo-riemannienne invariante à gauche g et soit 2^ ■= Isom£(G, g) le sous- 
groupe fermé du groupe 2 des isométries qui fixent l'élément neutre e de G. 
Le groupe X opère naturellement et transitivement sur G. Connaître X comme 
variété revient à connaître X^. Or, tout élément de X^ est déterminé par sa 
différentielle en e, qui est un élément de 0{G,g) qui préserve la courbure. 
L'ensemble de ces éléments, que l'on désignera par On[Q, g), est un sous-groupe 
fermé de 0{G,g)- On a en fait: 

Lemme 4.1 Si (G,k) est un groupe orthogonal et G est simplement connexe, 
alors l'application 

$ : ^ On{Ç,g) 

est un isomorphisme de groupes de Lie. 



Preuve. Puisque k est bi-invariante, (G, k) est complet et symétrique (cr i-^- 
a^^ est la symétrie de centre e). En outre, pour u e OuiG, k), l'isométrie locale 
Vu ■— Expj. o M o Logi(. , dite polaire de u, s'étend en une unique isom étrie globale 
de (G, k) car G est simplement connexe (voir, par exemple, | 0'N ] 

□ 



Théorème 4.1 Soit (G, k) un groupe orthogonal, G simplement connexe. Alors 
(Isom (G, k))^ s'identifie à la variété produit G x {Otz{G, ^))q munie du produit 
(cr, u) ■ (cr', u') — (cr(u • a'), (cr' • u) o u') où les actions de {OuiG, k))^ sur G et 
de G sur (C'7^(Ç/, k))^ sont données respectivement par 

u-a = <i>"^(u)(cr) 
L„ étant la multiplication à gauche par a dans le groupe G. 



Preuve. La variété produit G x {Oti{G,^))q s'identifie à Isom (G, k) par 
(cr, u) ^ La o Vu- Comme Vu ° est une isométrie, il existe a' et u' uniques 
tels que 

VuoL, = L,, o Vu' (9) 
avec u ■ a :— a' — Vu{o') et a ■ u := u' = ^ip^j.^^ oVu° La^ 

□ 



Rappelons le théorème suivant qui motive le fait de déterminer dans la suite 
le groupe d'isométries de (G^, k^) et en particulier les sous-groupes qui opèrent 
convenablement sur G de sorte à obtenir des variétés pseudo-riemanniennes 
localement symétriques: 
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Théorème 4.2 (voir |W|, p. 62) Les variétés pseudo-riemanniennes complè- 
tes connexes localement symétriques sont les quotients M/T où T est un groupe 
d'isométries opérant librement et de façon proprement discontinue sur une va- 
riété M pseudo-riemannienne symétrique simplement connexe. 



Déterminons pour (GaiIca) les actions du théorème 4.1. 

Soient ri , r2 , . . . , G N tels que 

Al = • • ■ = A,.j < Xri+i — ■ ■ ■ = A,.j-|_r2 < • ■ ■ < A„_,.^+i = • • • = A„, 

et pour i = 1, • ■ • , s posons 

Vi := Vect{e,., é,.; A^ = A,} := Meo ® V^. 

La restriction de k;^ à chacun des sous-espaces est dégénérée; elle induit sur 
Vf" /'SReo{= Vi) une forme quadratique euchdienne, notée k^. Nous avons 

Proposition 4.1 Le groupe OTi{G\,\ix) s'identifie au groupe produit direct du 
groupe multiplicatif 7i2 avec les groupes Vi x OÇVijlii) des déplacements rigides 
des espaces euclidiens (Vi, kj, i = 1, . . . , s. 

Preuve. Soit u e OTz{Q\,'k\). Nous allons démonter qu'il existe p G Z2, et 
(vi, Ui) G V^i X 0{Vi, ki), i — i, . . . , r, uniques tels que u s'exprime comme: 

■u(e_i) = pe^i+aeo + ^Vi (10) 

i 

■u(eo) = peo (11) 

et pour V ^Vi, 

u{v) = -p'kx{ui{v),Vi)eo + Ui{v) 

011 a = —p/2j2iJ^\{vi,Vi). Ceci implique, évidemment, le résultat. 

L'équation (ni]) équivaut à dire que eo est vecteur propre de u. Or, comme 
TZxy = (l/4)ad[2. et u préserve le tenseur de courbure alors 

"([2;, [y, z]]) = [u{x), [u{y), u{z)]] Vx, y,z eGx- 

Donc, pour tous x, z G\, 

= u{[x, [eo, z]]) = [u{x), [u{eQ),u{z)]], 

d'oîi u(eo) G C^iGx) = Z{Qx) et u(eo) = pcQ. D'autre part u G OTz{Q\,kx) 
implique 

r 

M(e_i) = (l/p)e_i +aeQ + 

avec Vi G V^i. Comme = kA(u(e_i), u(e_i)) = {2a/ p) + ^j^'ki{vi,Vi), alors 
a -{p/2)Y,^ kj(uj,t;,). 
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L'isomorphismc u induit un isomorphisme 

ûeOiG'/TReo.k), 
où k est la forme quadratique définie positive induite par k;^. Posons 

n 

u{ei) = CiCo + ^ (AkiCk + Bkiék) 
fc=i 

Nous avons 

1 " 

[u(e,), [u(e_i), u{e,)]] = - + 

^ k=l 

Puisque u préserve la courbure nous obtenons, 

n 
k=l 

pour tout i = 1, . . . ,n. 

Il nous faut démontrer que — 1. Supposons < 1. Alors, p^Xf < Xj., 
pour tout fc = 1, . . . ,n. Comme u est orthogonale, 

k=l 

D'où 

n .2 2 \2 

Y.^^^^^iAli+Bl)^0, (12) 

k=l 

et Aji — Bji — 0. Ceci étant impossible, p^ > 1. Un raisonement en tout 
analogue au précédent démontre que < 1. D'oii = 1 et l'équation ( p^ 
devient 

j>ri ^ 

pour tout 1 < i < ri. Donc 

Aji = Bji — 

pour tout j > ri et tout 1 < i < ri, et il est de même pour Aji, Bji. 
Par conséquent u laisse stable Vi et, par récurrence, u laisse stable Vi, i = 
1, . . . ,s. Posons, pour v & Vi, u{v) =: C{v)eo + Ui{v). L'égalité kx{v,v) = 
'kx{u{v), u{v)) — 'k\{ui{v), Ui{v)), montre que Ui £ 0(Vi, k^). Comme u préserve 
k^, nous avons, pour v G Vi, — 'k\{u{e-i),u{v)) — pC{v) 'k\(v , Ui{v)) . D'oii 
C{v) = —p\<i.\{v,Ui{vy). L'unicité suit aisément. 

□ 

Nous avons immédiatement le corollaire suivant 
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Corollaire 4.1 La dimension de Isom(GA,kA) est donnée par 

s 

i=l 

OÙ 2n + 2 désigne la dimension de G\ . 

Pour chaque 1 < j < s, posons Rj{t) ■ Vj ^ Vj 

Rj{t)ek = cos(i)efc + sin(i)éfc 
Rj{t)ëk = — sin(t)efe + cos(i)éfc 

pour ek,èk € Vj. C'est-à-dire, si l'on identifie Vj et alors Rj{t){zi, ... , Zr^) = 
{e**zi, . . . , e^*Zr-). Nous avons, 

Proposition 4.2 Dans le cas du groupe oscillateur (Gx,^\) les actions du 



Théorème (.1 sont données respectivement par 



a-u = [vi,Ri{~^)uiRi{^);... ;Vs,Rsi-^)usRsi^) 



et 



2 . ,tXi^ „ ,tX 
où a ^ {t,s,zi, . . . ,z„), u = ivi,ui; . . . ;Vs,Us) et 



U-<7 = [t,S{u,(j),... ,j-s\nÇ-^)Rj{-;^)Vj+U.jZj,. 



r,/ ^ v^, f sin(tA,) /^A,, „ \ 

S(u, ct) = s - k \vj, Vj + cos(^)uj o Rj{—J-)zj'j 



Preuve. Dans le cas des groupes orthorgonaux, l'exponentielle du groupe et 
l'exponentielle de la métrique coïncident. Or, pour (Ga, kx), cette exponentielle 
est donnée par la formule: 

exp(t, s, . . . , Zji^ — 
1 „ „ntA,- - siniA, e**^i - 1 e^*^" - 1 , 

^^' ^ + 2 ^ t^A^ ' ^ô^^- • ■ ■ ' 

3 J 

et, par conséquent, la polaire associée k u — (wi, ui; ... ; w„, u„) est donnée par 

P„(T,5,... = 

2 TA TA T'A TA ■ 

(T, 5-^ k,{v„Aj), . . . , - sin _liî^.(_Z)^;^.+iî^.(_Z)î,^.iî^.(_^)z,, . . . ), 



3 



OÙ = (sinTAj/2Aj)wj + cos(TAj/2)ujiîj(-TAj/2)Zj. 

□ 
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Proposition 4.3 Soit A = (Ai, . . . , A„) tel que Ai < • • • < A„. Alors l'action de 
G\ sur 0-]ziG\,^\) est l'action triviale, l'action de OniGxj^x) sur Gx se fait 
par des automorphismes du groupe, i. e. les polaires sont des automorphismes de 
Gx et le groupe (Isom (G^, est isomorphe au groupe produit semi-direct 

Gx X {OTzig,k))o ■■ 

(Isom {Gx, kA))o - Ga X {On{G, k))^ . 



Preuve. Les sous-espaces Vi étant de dimension deux, 0{Vi,'ki) est commu- 
tatif et, par conséquent, Ri{ — ^)uiRi{-^) = Ui, d'oii la première assertion. 
L'équation ^ devient 

VuO La = L-p„(cr) o Vu 
ce qui revient à dire que Vu est un automorphisme du groupe G^. □ 



Remarque. Sous l'hypothèse de la proposition 4.3, le groupe (Isom (G^, ^x))q 
s'exprime aussi comme un produit semi-direct 

(Isom {Gx, kA))o - (Ga X Fi X . . . X K) x {S^ , 

où l'action de la droite sur Vi x • • • x \/„ x Vi x • • • x est donnée par 

i • (zi, . . . ,Zn;z[,... ,z'J = (exp(iAit)zi, . . . , exp(iA„t)z„; z[, . . . , z'^). 

Ce groupe peut-être vu comme un un groupe oscillateur "dégénéré" . Cependant 
il n'est pas orthogonal. 

Proposition 4.4 Soit A = (Ai, . . . , A„) tel que Ai = • • • = A„, n > 2. Alors 
Oti{Qx, k^) est le groupe des déplacements rigides de {V :— Q' / Z{Q), k) où k est 
la métrique induite sur V par k^, et Gx, identifié au sous-groupe Gx x {(0, Id)} 
de (Isom (Ga, kA))Q , n'est pas distingué dans (Isom (G^, kA))Q . 



Preuve. Les actions du Théorème 4.1 étant données par 



et 



/ sin(i) t /t \ ^ \ A \ 

u-a= U, s - k{v, + cos{-)v o R{-)z), 2 sin(-)iî(-)i; u{z) 

oii fj = (t, s,z) et u = {v,iy), on vérifie que la projection de (CTi,iti) • (172,^2) 
(o-i,ui)~^ sur OK(5A,kA) est égale à: 

(^v, - R{i),.,R{-t)i.-'R{i)v,,R{^-)^,R{~t),.^^R{^-)^ ^ (0,ld). 



□ 
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5 Géométrie des variétés oscillatrices 



Désignons par F un groupe qui opère à droite sur un groupe de Lie orthogonal G 
librement et de façon proprement discontinue et par p la projection canonique 
de G sur M — G/F. Si g' est une métrique pseudo-riemannienne sur M, il existe 
une unique métrique g sur G telle que p est un revêtement pseudo-riemannien. 
La métrique g est invariante par F. Si de plus l'action naturelle de G sur M se 
fait par des isométries, g est invariante par l'action par multiplications à gauche 
de G sur lui même. En général, g n'est pas bi-invariante. On a par exemple 

Proposition 5.1 La variété oscillatrice de dimension 4, Gi/T, où 

F — {(27rn, s, a, b); n, 2s, a.b E Z,} 

est munie de la métrique lorentzienne transitive ( donc complète ) de métrique 
relevée sur Gi non bi-invariante donnée par la forme quadratique sur L(Gi) 
donnée par < x,x >:= ax^_i + 2x^iXq + xi + x\. 



Soient {G\^\<i.\) un groupe oscillateur vu comme variété lorentzienne sy- 
métrique et M\ := G\/T une variété oscillatrice. La métrique détermine 
une métrique sur M\ telle que la projection p : G\ —> M\ est un revêtement 
lorentzien. Cette métrique est localement symétrique. Comme cette dernière est 
transitive il suit d'un résultat dû à Marsden quelle est complète. Par conséquent 
elle est symétrique et évidemment lorentzienne. Ces propriétés des exemples de 



[M-R2] se retrouvent dans des cas plus généraux comme le montre le résultat 



suivant. 

Théorème 5.1 Quelle que soit la variété oscillatrice M\ elle est munie: 

1. D'une structure de variété affine dont la preimage par p est la structure 
affine sur G\ du théorème 4-2, 

2. De métriques pseudo-riemanniennes localement symétriques complètes, en 
général non transitives, induites par la famille des métriques sur G\ dé- 
crites dans le théorème 4-3, 

3. De métriques non complètes ( et donc non transitives) d'indice quelconque 
non nul telles que p est pseudo-riemannienne relativement aux métriques 



sur G\ de la proposition 5. 



Proposition 5.2 Les groupes oscillateurs admettent des métriques d'indice quel- 
conque non nul non complètes et donc non transitives. 



Preuve. Considérons d'abord sur le groupe oscillateur de dimension 4 les 
métriques associées aux isomorphismes linéaires k-symétriques suivants 

ui(e-i) = ei ui(eo) = e_i Mi(ei) = eo Mi(êi) éi 
U2{e-i) èi U2(eo) = ei «2(61) = e_i U2(êi) = bq. 
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La première métrique est d'indice 1, la seconde d'indice 2. Montrons qu'elles 
dont incomplètes, c'est-à-dire que les champs de vecteurs ^ n'est pas complet. 
En ce qui concerne ui on constate que 

71 (0 = (c,c,c- (2pVc)sec2(pt),-2ptan(pO) 

(oià p est un réél non nul quelconque) est une courbe intégrale de (|^) qui n'est 
pas complète. Dans le cas de U2, l'équation (||) s'écrit 

X-l — —X^iXo+xl Xq = —XiXi + x'^i 

il = xi = —xiX-i+xqXi. 

Celle-ci admet comme intégrales premières 2xiXi + x'^^ + Xq et x_iii -1- xqXi. 
L'incomplétude de ce champ est conséquence de la non-complétude, dans la di- 
rection d'un vecteur de type temps, de l'équation x = x"^ /2, vérifiant la condition 
initiale a:(0) = xq- 

Soit Vi un isomorphisme k^-symétrique de Vect {e^, ëi} pour tout i — 2, . . . , n. 
Alors Ui (B V2 (B ■ ■ • (B Vn est un isomorphisme k;^ -symétrique de G\- 

Si 7i est une trajectoire de (||) relativement à Ui, il est clair que (7^, 0, . . . ,0) 
une trajectoire de (^) dans Gx, relativement à © «2 © • • • © w„. Évidemment 
les Vj peuvent être choisis de sorte que la métrique qui leur est associée soit 
d'indice arbitraire non nul . □ 
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